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Glatte Mannigfaltigkeiten

9. Der stereographische Atlas der Sphére.

10.

Wir definieren die n—Sphiire S™ als die Menge {z € R"™!| (z,z) = 1}. Fiir einen
Punkt a € S™ definieren wir Karten (U, ¢+) durch

Uy =S"\{a}, o4 :Us — {a},
U_=8"\{-a}, ¢_:U_— {a}},

wobei ¢4 (p) durch den Schnitt der Geraden durch +a und p mit der Ebene durch 0
senkrecht zum Vektor a € R"*! gegeben ist.

(a) (1 Punkt) Zeigen Sie, dafl gilt:
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(b) (2 Punkte) Bestimmen Sie die Ubergangsabbildung ¢_, = ¢_ o ¢, L.

(¢) (1 Punkte) Zeigen Sie, dafi S™ eine glatte Mannigfaltigkeit der Dimension n ist.
Hinweis: Zeichnen Sie sich die Geometrie auf.

Der Torus.

(4 Punkte) Es seien X ein topologischer Raum, Y eine Menge und f : X — Y eine
surjektive Funktion. Die von f induzierte Topologie oder Quotiententopologie auf
Y ist wie folgt definiert: Eine Teilmenge V' C Y heisst offen, falls f~1(V) in X offen
ist. Es sei nun ~ eine Aquivalenzrelation auf X und Y = X/ ~ die Menge der
Aquivalenzklassen. Dann gibt es eine kanonische Abbildung 7 : X — Y,z — [z]. Y
versehen mit der von 7 induzierten Topologie heisst Quotientenraum von X.

Zeigen Sie, daBl folgende Rdume homoomorph sind:

(a) R?/Z? mit der Aquivalenzrelation (z1,z2) ~ (y1,y2) <= @ — y; € Z,i = 1,2.



(b) Ein Quadrat, dessen gegeniiberliegende Kanten miteinander identifiziert sind.

(c) St x St

(d) Die Rotationsfliche {((R + rcosv)cosu, (R + rcosv)sinu,rsinv) € R3|u €
[0,27],v € [0,27],r > 0,R > r}.

Dieser Raum heisst 72.

11. Der projektive Raum.
Der reell projektive Raum RP™ ist die Menge der Geraden durch den Ursprung im
Rl Wir identifizieren zwei Punkte x,y € R™"! auf einer Geraden mittels der
Aquivalenzrelation z ~ y, genau dann, wenn es ein a € R — {0} gibt, so daB y = az.

Dann sei

RP" — (R™ — {0}) / ~,
versehen mit der Quotiententopologie aus Aufgabe 10.

(a) (2 Punkte) Zeigen Sie, dass {(U;, #;)}71! mit U; = {x € R |2’ # 0} C RP"
und ¢; = {ggi), e ,Ezi), . ,{?5’1} : U; — R™ ein wohldefinierter Atlas ist, wobei
f{i) (r) = 27 /2" und 5@.) bedeutet, dass féi) weggelassen wird. Bestimmen Sie
die Ubergangsabbildungen Vi = d)jqbi_l, und zeigen Sie, da} RP" eine glatte
Mannigfaltigkeit ist.

(b) (2 Punkte) Wir definieren auf der n—Sphére S™ die antipodale Abbildung f :
S" — Sz — —z und eine Aquivalenzrelation ~ 7, unter der x und f(x)
identifiziert werden. Zeigen Sie, dass S"/ ~y = RP", wobei = fiir einen

Homd&omorphismus steht.

12. Der Satz vom konstanten Rang.
(4 Punkte) Es sei f : M — R eine glatte Abbildung, wobei M C R™ offen ist.
Benutzen Sie den Satz iiber implizite Funktionen mehrmals, um folgendes zu zeigen:
Wenn das Differential d f|, in jedem Punkt konstanten Rang k& < n besitzt, dann
existieren fiir jedes p € M Karten (U, ¢) von M um p und (V,) von R™ um f(p),
sodaB o fogp™t:g(U)— (V) folgende Form annimmt:

(1,...,2m) — (21,...,2%,0,...,0).
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